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k נקודות 

PROBABILITY AND STATISTICS 
קנציפר ין'יוג מאת הסתברות וסטטיסטיקה  

2005/06כל הזכויות שמורות      © Eugene Kanzieper © All rights reserved 2005/06 
  

  4 הרצאה
 משתנה מקרי חד ממדי בדיד

   • ונקצית התפלגות מצטברתפ   • ונקצית הסתברותפ  •  שתנה מקרי בדידמ  • שתה מקרימ  •
   • חציון •סטיית תקן  • שונות • תוחלת • סטוגרמהה • מת מקלותיאגרד • טבלת הסתברות  •

  
  

  .פונקצית הסתברות לפתח שיטת תיאור של ניסוים אקראיים על ידי –מטרת ההרצאה 
  
  

  הגדרות בסיסיות 4.1
  

  .D4 1הגדרה 

כך  Ω המוגדרת על פונקציה ממשית הוא Ωעל מרחב מדגם  X  [random variable] משתנה מקרי

  .ωX)(  ממשימתאים ערך מספריאקראי ניסוי  של ω השלכל תוצא
  

   E4.1  דוגמא

},,,,,{  הואמרחב המדגם, "בש-הטלת קוביית שש"בניסוי  654321 ωωωωωω=Ω ; התוצאה

   ": נקודותkפאה עם"  במשמעותהוא המאורע kωהאלמנטרית 

  
  
    
  
  
 

kX על ידי הפונקציה X נגדיר משתנה מקרי  .א k =)(ω כך ש— 

  

 6)( ,5)( ,4)( ,3)( ,2)( ,1)( 654321 ====== ωωωωωω XXXXXX.  

  
פונקציה  ,ללמש. אפשר להגדיר כמה משתנים מקריים על אותו מרחב מדגם  .ב

510)( −⋅= kY kω  משתנה מקרי מגדירהY  אותו מרחב המדגם עלΩ.    

  
  

   E4.2  דוגמא
   הואמרחב המדגם, "הטלת מטבע שלוש פעמים"בניסוי 

   

},,,,,,,{ TTTTTHTHTTHHHTTHTHHHTHHH=Ω.  
  

ושווה  עץ הראשונה מתקבל הטלה אם ב1—ונקציה אשר שווה ל כפXנגדיר משתנה מקרי   .א
  . במקרים אחרים0—ל

  

TTT TTH THT THH HTT HTH HHT HHH תוצאה 

0 0 0 0 1 1 1 1 X 
  

 Yנגדיר משתנה מקרי , למשל. הניסוי אפשר להגדיר משתנה מקרי בדרך אחרתאותו עבור   .ב
  . במקרים אחרים0— נתקבל באמצע ושווה לפלי אם 1—כפונקציה אשר שווה ל
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TTT TTH THT THH HTT HTH HHT HHH תוצאה 

1 1 0 0 1 1 0 0 Y 
  
  
  

  D4.2 הגדרה 

המקבל רק  משתנה מקרי  הואΩעל מרחב מדגם  X  [discrete random variable] בדיד משתנה מקרי
 אפשר למנות אותם למרות כמותם –מספרים שלמים , למשל(מספר סופי או בן מניה של ערכים 

  ).אינסופי
  
  
  

  פונקצית הסתברות ותכונותיה 4.2
—פיסיקליהיא מחושבת ממודל . מקריתעה  על תופכל האינפורמציהפונקצית הסתברות מכילה את 

  . של התופעה הנחקרתמתמטי 
  

 פונקצית הסתברות  4.2.1
מספר בנות במשפחה  מתאר  משתנה מקרי הX היהי.  ילדים2נתבונן במשפחות בנות , בסעיף זה

אפשריות של הניסוי מביאות את מרחב התוצאות הכל . M— ובן בF—נסמן בת ב. שנבחרה מקרית

},,,{ מרחב המדגם הוא, מבחינת מין הילדים. המדגם FFMMFMMF=Ω .  
  

   :Xשל משתנה מקרי לכל תוצאה אלמנטרית ממרחב המדגם מתאים ערך מסוים 
  

2 ,1)()( ,0)( ==== X(FF)FMXMFXMMX.  
  

נחשב את ההסתברות לקבלת כל אחד מן  .2, 1, 0 הם Xמשתנה הערכים האפשריים של ה, אזי
  : הערכים האלה

  

                                     

.
4
1)()2(

,
2
1)()()1(

,
4
1)()0(

4
1

4
1

===

=+=+==

===

FFPXP

MFPFMPXP

MMPXP

  

  

  .X של משתנה מקריכרגע חישבנו את פונקצית ההסתברות 
  
  

  D4.3 הגדרה 

 לכל ערך מצמידה X בדידשל משתנה מקרי  xPX)( [probability function]  פונקצית הסתברות

)הסתברות ה את X של המשתנה xאפשרי  )xXPxPX ==)(.   
  

. X  מקרית כל האינפורמציה ההסתברותית על משתנה מכילה אxPX)(לית אהפונקציה הפורמ
  , למשל. בעזרתה נוכל לחשב כל ההסתברויות הדרושות

  

4 היא  הסתברות שישנן בנות במשפחה —
3)2()1()1( ==+==≥ XPXPXP  

4  היא  הסתברות שישנן יותר בנות מאשר בנים—
1)2()1( ===> XPXP  

  'וכו —
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)(xPX  

x
0  1 2

4
1  

2
1  

 פונקצית הסתברות
 או שכיחות יחסית

0  
x

 שכיחות יחסית

  פונקצית הסתברותתכונות של  4.2.2
  

 את ההרצאה י/ראה( אקסיומות של קולמוגורוב שלושתכונות של פונקצית הסתברות נובעות מ
  :הן. )הראשונה

  

)(0: פונקצית הסתברות אינה שלילית  .א ≥xPX לכל ערך x. 

)(1: תכונת הנרמולעבור פונקצית הסתברות כלשהי מתקיימת   .ב =∑
x

X xP.הסכום עובר ,ן  כא 

  .Xעל כל הערכים האפשריים של המשתנה 
  
  
  

 הצגות שונות של פונקצית הסתברות  4.2.3
  

  . דרכי הצגה של פונקצית הסתברותשלוש כדי לייצג 4.2.1נתבונן בדוגמא של סעיף 
  

 טבלת הסתברות  .א
  
  
  
  
   
  

  
  
  

 )משתמשים גם בניסוי וגם בתיאוריה( דיאגרמת מקלות  .ב
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 )משתמשים בניסוי(הסטוגרמה   .ג

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

∑ נרמול
x

X xP )(  2 1 0 X 

1  1/4 1/2 1/4 )(xPX 
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)(tFX  

0  1 2

4
1  

t

4
3  

1 

 פונקצית התפלגות מצטברת ותכונותיה 4.3
  

 פונקצית התפלגות מצטברת  4.3.1
  

  D4.4 הגדרה 

 Xשל משתנה מקרי בדיד  tFX)([cumulative distribution function]  ת מצטברתפונקציית התפלגו
   על ידי הנוסחאמוגדרת

        ( )xPtXPtF
tx

XX ∑
≤

=≤= )()(.  

−∞>>∞+הסכום רץ על ערכים של משתנה מקרי אשר לא עולים על ערך נתון , כאן t .הערך t  

  .tFX)(הוא ארגומנט של פונקצית התפלגות מצטברת 
  
  

   E4.3  דוגמא
נוח להתחיל את . 4.2.1חישוב והצגה של פונקצית ההתפלגות מצטברת עבור הדוגמא של סעיף 

 נקודות 3ף עולה כי קיימות מהגר. xPX)( עבור פונקצית הסתברות דיאגרמת מקלותהחישוב מ

  :מקבלים. t=2,1,0: חשובות
  

             

.14/12/14/1)2()1()0()2(
,4/32/14/1)1()0()21(

,4/1)0()10(
,0)0(

=++==+=+==≥
=+==+==<≤

===<≤
=<

XPXPXPtF
XPXPtF

XPtF
tF

X

X

X

X

  

  
  

   :tFX)( עבור ףאגר
  

    
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 תכונות של פונקצית התפלגות מצטברת  4.3.2
  

lim)(0  .א =−∞→ tFXt 

lim)(1  .ב =+∞→ tFXt 

21 עבור כל   .ג tt ) : מתקיים> ) ( )21 tFtF XX ≤  

)אם    .ד ) 00 =tFX 0 עבורtאזי ,   כלשהו( ) 0=tFX 0 עבור כלtt ≤ 

)  .ה ) ( ) ( )1221 xFxFxXxP XX 21 עבור >≥=− xx <  
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  :הוכחות

)()(, על פי הגדרה  .א tXPtFX lim)()(0, אזי. =≥ =−∞≤=−∞→ XPtFXt. 
  .סוף הוכחה      

 
)()(, על פי הגדרה  .ב tXPtFX lim)()(1, אזי. =≥ =+∞≤=+∞→ XPtFXt. 

  .סוף הוכחה      
 
)()(—כיוון ש  .ג tXPtFX  :מקבלים, =≥

     )()()()()( 211212 tXtPtXPtXPtFtF XX 21עבור . −=≥−≥=>≥ tt   :מתקיים >

     0)( 21 ≥≤< tXtP .0, כתוצאה)()( 12 ≥− tFtF XX.   
  .סוף הוכחה      

   

0ttעבור כל   .ד )()(0: מתקיים ≥ 0 ≥− tFtF XX )כתוצאה. )'גסעיף י /ראה, 

     0)()( 0 =≤ tFtF XX .ההגדרה של , מצד שני)()( tXPtFX    אינה tFX)(מרת כי  או=≥

)(0האופציה היחידה שנשארת היא .       שלילית =tFX .  
  .      סוף הוכחה

  
  .'גי סעיף /ראה  .ה
  
  

  

 מדדים של משתנה מקרי  4.4
  

  . ותכונותיהם, ' וכו שכיח,חציון, שונות,  תוחלת:נלמד מספר מדדים חשובים של משתנה מקרי
  

  

 משתנה מקרי ותכונותיהתוחלת של   4.4.1
  

  D4.5 הגדרה 

   על ידי הנוסחאהנו נתXשל משתנה מקרי  [expectation value=mean]  תוחלת
  

                                                   [ ] ∑ ⋅==
x

X xPxXE )(µ.  

  .X  מקרי של משתנהx  על כל הערכים האפשרייםרץסכום , ןכא
  
  

  R4.1  הערה
המחושב על סמך משתנה ה של אותוממוצע תוחלת של משתנה מקרי היא : משמעות של תוחלת

  .אנחנו נוכיח את הטענה בהמשך הקורס. ניסויה חזרות  אינסופי שלמספר
  

   E4.4  דוגמא

  היא}  ילדים2פר בנות במשפחה בת מס{ =Xתוחלת עבור המשתנה 
    

1210][ 4
1

2
1

4
1 =⋅+⋅+⋅=XE.  

  

מספר —המחושב על סמך מספר רב של משפחות(בממוצע : משמעות התשובה ,R4.1 הערהעל פי 
 . ילדים2ות בנות משפחב תימצא בת אחת )אינסופי

  
 

  D4.6 הגדרה 

  :חושבת על פי הנוסחאמ Xתוחלת של פונקציה כלשהי של משתנה מקרי 
  

∑ ⋅=
x

X xPxgXgE )()()]([. 
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  תוחלתהתכונות 
  

aaE :בוע עצמוקהיא ,  בוודאותaתוחלת של משתנה המקבל ערך קבוע   .א =][. 

axPaxPaaE: הוכחה
x

X
x

X =⋅=⋅=

=

∑∑
43421

1

)()(][.  

 
aXEaXE :מתקיים, a כל קבועעבור   .ב +=+ ][][. 

): הוכחה ) aXExPaxPxxPaxaXE
x

X
x

X
x

X +=⋅+⋅=⋅+=+

=

∑∑∑ ][)()()(][

1
43421

.  

 
][][ :מתקיים, b כל קבועעבור   .ג XEbXbE ⋅=⋅. 

][)()(][: הוכחה XEbxPxbxPxbXbE
x

X
x

X ⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅ ∑∑.  

 

][][][,  הם שני משתנים מקריים2X— ו1Xאם   .ד 2121 XEXEXXE +=+. 
  . בהמשך הקורס:הוכחה

  
  
  

 משתנה מקרי ותכונותיה של ונותש  4.4.2
  

  D4.7 הגדרה 

 על ידי הנוסחא הנות נXשל משתנה מקרי [variance]  שונות
 

                            [ ] ( )[ ] ( ) ( )xPxXEX
x

X∑ ⋅−=−== 222 var µµσ 

] ,אןכ ]XE=µ.  
  
  
  

  R4.2  הערה

]  לחישוב השונות היאהלהמקבינוסחא ה ] [ ] [ ]( )22var XEXEX −=.  
  

    .הוכחה
  

[ ] ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ ]

[ ] [ ]( ) .

2

2var

22

22

1

22

2222

XEXE

XExPxPxxPx

xPxxxPxXEX

x
X

x
X

x
X

x
X

x
X

−=

−=+⋅−⋅=

⋅+−=⋅−=−=

∑∑∑

∑∑

         

         

 

µµµ

µµµµ

µ
4342143421

  

  
  .הוכחהסוף 

  
  R4.3  הערה

   :מתקיים

[ ] ( ) ( )
2

2var ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅−⋅= ∑∑

x
X

x
X xPxxPxX.  
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  D4.7 הגדרה 

  .var[X=σ[ : שורש השונותיאה X  משתנה מקרי של[standard deviation] סטיית התקן
  
  

  R4.4  הערה
סדר  היא סטיית התקןמשמעות של . לשונות עצמה אין משמעות: ןמשמעות של שונות וסטיית התק

סטיית התקן היא מידת , במילים אחרות. של פונקצית הסתברות ברמה של מחצית הגובהרוחב גודל ה
  . םמרכז סביב הפיזור של ערכי המשתנה

   
  

  שונותהת תכונו
  

]var[0 :שונות אינה שלילית  .א ≥X לכל משתנה מקרי X.  

] ,ל פי הגדרהע: הוכחה ] ( )[ ] ( ) ( ) 0var
00

22 ≥⋅−=−=
≥≥

∑ 32143421 xPxXEX X
x

µµ .  

  .הוכחהסוף 
  

  

]var[0  .ב =X ורק כאשר  אךXבוודאות הוא קבוע . 

] ,ל פי הגדרהע: הוכחה ] ( )[ ] ( ) ( ) 0var
00

22 =⋅−=−=
≥≥

∑ 32143421 xPxXEX X
x

µµ.אפשרי  וויוןש ה

 µ—שכיוון  מ.µ—אפשרי אחד השווה ל מקבל רק ערך Xמשתנה מקרי אך ורק כאשר 
  .נה הוכחהוכהת, הוא קבוע

  
    

]var[]var[ : מתקייםa כל קבוע בורע  .ג XaX =+.  
   .הוכחה

  

[ ] ( )[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )
[ ] [ ] [ ]( ) [ ]
[ ] [ ]( ) [ ]XXEXE

aXaEXEaXaEXE

aXEaaXXEaXEaXEaX

var

22

2var

22

2222

22222

=−=

−−−++=

+−++=+−+=+

                    

                      

  .הוכחהסוף   
  
  

]var[]var[ :מתקיים, b כל קבועעבור   .ד 2 XbXb ⋅=⋅.  
   .הוכחה

  

[ ] ( )[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )
[ ] [ ]( ) [ ]XbXEbXEb

XEbXbEXbEXbEXb

var

var
22222

22222

⋅=⋅−⋅=

⋅−⋅=⋅−⋅=⋅

                    
  

  
  

  :מתקיים, בלתי תלויים Y— וX משתנים מקרייםשני בור ע  .ה
                                      

]var[]var[]var[ YXYX +=+.  
  

   .הקורסהמשך  ב.הוכחה
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)(tFX  

0  2

4
1  

t

4
3  

1

2
1  

1=M

 p—וערך החלוקה הציון ח  4.4.3
  

  D4.8 הגדרה 

  : המקיים את שני התנאים הבאיםM הוא ערךXעבור משתנה מקרי  [median] חציון
  

     .א                          
2
1)( ≤< MXP      ב.     

2
1)( ≥≤ MXP.  

  
  

  R4.5  הערה

 ית ההתפלגות המצטברת היא לפחותשעבורו פונקצ, ן הוא הערך הראשוןציוח
2
1

.  

  
   E4.5  דוגמא

 M=1וא ה}  שנבחרה מקרית ילדים2מספר בנות במשפחה בת { = X עבור המשתנה Mחציון 
  ). ציורי/ראה(
  
  
  
 
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  D4.9 הגדרה 

  : המקיים את שני התנאים הבאיםpM הוא ערךXעבור משתנה מקרי  p-ערך החלוקה ה

  

pMXP     .א                           p ≤< pMXP     .ב      )( p ≥≤ )(.  

  

10 ,כאן << p.  
  
  

  R4.6  הערה
  ית ההתפלגות המצטברת היא לפחותשעבורו פונקצ,  הוא הערך הראשוןp-ערך החלוקה ה

10 << p.  
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  D4.10 הגדרה 

  :בוא פונקצית ההסתברות היא גבוהה ביותר X הוא ערך של משתנה מקרי S שכיח

)()( SxPSxP XX =<≠.  
  
  

  
     
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 
  
 

  R4.7  הערה

  :מתקייםעבורם . 2S'— ו1S : שכיחים)או יותר( ישנם שני ,פעמיםל
  

)()(),( 2121 SxPSxPSSxP XXX ===<≠.  
  
  
  
 


