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PROBABILITY AND STATISTICS 
קנציפר ין'יוג מאת הסתברות וסטטיסטיקה  
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 3 הרצאה
 קומבינטוריקה

 •  צירופים  •  חליפות  • תמורות   • סידורים ובחירות  • עקרון הכפל   •  עצרת של מספר ופונקצית גאמא  •
  • מולטינומי שפט מ   •  ניוטוןוסחתנ  •

  
  

בהרבה מקרים התוצאה עבור מספר .  בחירות וסידוריםקומבינטוריקה עוסקת בסוגים שונים של 
  .עצרת של מספרסידורים או בחירות מכילה 

 
  עצרת של מספר ופונקצית גאמא 3.1

  
  .D3 1הגדרה 

 n!-  בנתסוממ, n=3,2,1...,  חיוביים מוגדרת עבור מספרים שלמים[factorial] עצרת של מספר
    ונתונה על ידי הנוסחא
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  :אינטגרלהמוגדרת על ידי ה [Gamma] גאמא עצרת היא מקרה פרטי של פונקציתפונקצית  
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  .L3 1 שאלה

)הוכיחי את הנוסחא  /הוכח ) ( )ααα Γ=+Γ   .α≤0 עבור כל 1
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  L3.2  שאלה
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  .סוף הוכחה
  

 
  עקרון הכפל 3.2

  
  :ניסוי רב שלבי האפשריות במספר התוצאותעקרון הכפל מאפשר חישוב  ,בניסוח הראשון

  
מספרי התוצאות האפשריות בכל מכפלת ניתן על ידי מספר התוצאות האפשריות בניסוי רב שלבי 

  : שלבים בזה אחר זה כאשרk—ע באם ניסוי מתבצ, כלומר.  הניסוי שלביאחד מ
  

  ,תוצאות אפשריות  1n נןבשלב הראשון יש

  ,תוצאות אפשריות  2n נןיש  בשלב השני 
...,  

  ,תוצאות אפשריות  kn נןיש האחרון k—בשלב ה

  
  אזי מספר התוצאות השונות בניסוי כולו הוא
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  ,במילים אחרות
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, במקרה זה. קל לקלוט אותה עבור ניסוי דו שלבי; משמעות של כלל שרשרת פשוטה. הערה

21 AAB I=כך ש — )/()()( 121 AAPAPBP  Bהנוסחא אומרת כי הסתברות של מאורע . =⋅

)(בין הסתברות ההתרחשות : שווה לכפל בין שתי הסתברויות 1AP של השלב הראשון להסתברות 

)/(ההתרחשות  12 AAPשל השלב השני בהינתן שהשלב הראשון אכן התרחש  !  
     

 
 סידורים 3.3

      
 סידורים של איברים שונים בשורה:  תמורות 3.3.1

  
  D3.2 הגדרה 

—סומן בהמ.  בשורהשונים איברים  nמספר האפשרויות לסדר הוא  [permutations] מספר התמורות

nP, הוא ניתן על ידי הנוסחא  

!nPn =.  
 

},,,...,{ איברים שונים n נתבונן באוסף של .הוכחה 321 naaaaאופציות(מספר אפשרויות .  בשורה (

},,,...,{  האופציות למקם את האיבריםלסדר אותם בשורה הוא מספר 321 naaaa בתוך nתאים  

  :שבציור
   
  
  
  
  
  
  

. 1aהראשון  את האיבר יש למקםבשלב הראשון . ם שלביn  בעלאיברים הוא ניסוי nמיקום של 

מכיוון שאחד . 2aהשני  את האיבר למקם ישבשלב השני .  דרכיםn—ת זאת באפשר לעשו

כך ממשיכים עד .  אופציות לעשות זאתn−1קיימות רק , 1aמהמקומות כבר תפוס על ידי האיבר 

מספר , על פי עקרון הכפל, אזי.  שעבורו קיימת אופציה אחת בלבדna  האחרוןאיברמיקום השנגיע ל

)הסידורים הכולל הוא  ) 1...1 ⋅⋅−⋅ nn .במילים אחרות ,!nPn =.  

  
  

   E3.1  דוגמא

},,{מספר תמורות של שלושה איברים שונים  cba 33!6 בשורה הוא ==P .         הסידורים

},,{האפשריים הם  cba ,},,{ bca ,},,{ cab ,},,{ acb ,},,{ bac ,},,{ abc.  
  
  

   L3.3  שאלה
  ?על המדףשונים  ספרים 3בכמה דרכים אפשר לסדר 

  

33!6,  מספר תמורות של שלושה איברים שונים בשורהמדובר על .פתרון ==P.  
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3

4334 

   L3.4  שאלה
  ? ספרות ניתן לרשום בעזרתן במקרים הבאיםששכמה מספרים בעלי . 6, 5, 4, 3, 2, 1נתונות הספרות 

   

 .ללא הגבלות  .א
 . ראשונה משמאל3שהספרה   .ב
 . איננה ראשונה משמאל3שהספרה   .ג
 . נמצאות בקצוות4- ו3ת שהספרו  .ד
 . הספרות מימין הן זוגיות3-  הספרות הראשונות משמאל הן אי זוגיות ו3-ש  .ה

  
  ! חובה להשתמש בכל הספרות

  
  

   .6, 5, 4, 3, 2, 1   נוח לחשוב על הרכבת המספר כעל מילוי שישה תאים על ידי הספרות.פתרון
  
  
  
  

 אזי.  בשורהשוניםישה איברים מדובר על מספר תמורות של ש, אם אין הגבלות להרכבה  .א

66!720 היאהתשובה  ==P. 

  
 
חייבים למלא את החמישה התאים הנשארים על ידי ,  היא ספרה ראשונה משמאל3אם   .ב

  .6, 5, 4, 2, 1  הספרות
  

  
  

55!120—ניתן לעשות זאת ב ==Pאופנים .  

  
  

אפשר לראות כי התשובה ניתנת על ידי , ל איננה ראשונה משמא3אם הספרה : דרך ראשונה  .ג

656!5!600:  ב- ו. ההפרש בין א =−=− PP. 

 
 אופציות למלא את חמשישנן ,  לא יכולה להופיע כראשונה משמאל3אם הספרה : דרך שנייה

עבור ). 6 ,5 ,4 ,2 ,1נובעות מהספרות ( אופציות חמשעבור התא הבא קיימות ; התא השמאלי
: התשובהאת עקרון הכפל מביא . 'ד אופציות וכארבע ותל נשארהתא השלישי משמא

600!55123455 =⋅=⋅⋅⋅⋅⋅.  
  
  

 :ישנן שתי אופציות,  נמצאות בקצוות4— ו3אם הספרות   .ד
  
  
  
  

4426!24— מקומות פנויים ממלאים בהארבע ===− PPבאמצעות הספרות ות דרכים שונ 

482422כך שהתשובה הסופית היא   6 ,5 ,2 ,1 4 =⋅=⋅P.  
  
  

 תאים משמאל שלושהבשלב הראשון ממלאים . שלבי הרכבת מספר בסעיף זה היא ניסוי דו  .ה

33!6עבור זה קיימות . 5 ,3 ,1באמצעות הספרות  ==Pבשלב השני ממלאים .  אופציות

33!6עבור זה קיימות . 6 ,4 ,2 תאים מימין באמצעות הספרות שלושה ==Pאופציות גם כן  .

3633: עקרון הכפל מביא את התשובה =⋅PP  .  
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 זהים איברים בשורה כאשר ישנםסידורים :  תמורות 3.3.2
  

 2n,  איברים זהים מסוג ראשון1n  ישנםתוכםב איברים בשורה שnמספר האפשרויות לסדר  .טענה

  הוא, k— איברים זהים מסוג הkn, .., איברים זהים מסוג שני

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==

knnn
n

knnn
n

knnnP ,...,2,1!!...2!1

!),...,1(. 

nn ןכא
k

j
j =∑

=1

.  

   

                                                                    
}2n

          

                                                                                                                 
                                                       43421

3n

                   321
1n

              

  
  

  R3.1 הערה

!...!!המכנה 21 knnn מקטין מספר התמורות !n בגלל נוכחות של kתת קבוצות של איברים זהים   : 

  .אין צורך למנות תמורות של איברים זהים תוך כל תת קבוצה
  
  

  R3.2 הערה
ל עבור הפרמטרים ''י של הנוסחא הנמקרה פרט הוא " כל האיברים שונים"המקרה של 

1...21 ==== nnnn :  

!
!1!...1!1

!)1,...,1( nPn
nP n ==

⋅
=  

  
  

  E3.2 דוגמא

}איברים ) n=5(באוסף של חמישה  }bbbaa ) k=2( ישנן שתי תת קבוצות של איברים זהים ,,,,

21שבתוכם תת קבוצה עם  =n איברים מסוג { }a32— ו =n איברים מסוג { }b  .מספר , אזי

10 הוא תמורות 
!3!2

!5)3,2(5)2,1( =
⋅

== PnnnP .האופציות הכלולות במספר זה הן  

  

       { }bbaba ,,,,     { }babba ,,,,     { }abbba ,,,,      { }aabbb ,,,,        { }bbbaa ,,,,  

       { }ababb ,,,,     { }babab ,,,,     { }abbab ,,,,      { }bbaab ,,,,        { }baabb ,,,,  
  
  
  

  L3.5  שאלה
 ספרי שני ספרי פיסיקה זהים ושלושה,  ספרי מתמטיקה זהיםארבעהספרים מהם  תשעהמדף העל 

  : בכמה אופנים ניתן לסדר את הספרים במקרים הבאיםי/מצא. כימיה זהים
  

  .ללא הגבלה  .א
  .כל הספרים מאותו מקצוע סמוכים זה לזה  .ב
  .פיסיקה שונים זה מזהשלושה ספרי בתנאי ש' ענה על סעיף א  .ג

  
  

  . 3.3.2חא עבור תמורות בסעיף  משתמשים בנוס.פתרון
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1260מקבלים , כאשר אין הגבלות  .א
!2!.3!4

!9)2,3,4(9 =
⋅

=P. 

 
 איברים שונים שלושההמצב הוא זה של , אם כל הספרים מאותו מקצוע סמוכים זה לזה  .ב

3!6כך שהתשובה היא , בשורה =. 
 

הוא ורות מספר התמ, אם מתייחסים לספרי פיסיקה כלספרים שונים זה מזה  .ג

7560
!2!4

!9)2,1,1,1,4(9 =
⋅

=P  

    

  
 בחירות  3.4

  

כל הנוסחאות . עם ובלי חשיבות לסדר, עם ובלי החזרות:  נתבונן בארבעה סוגים של בחירותחנואנ
  .קשורות לנושא יופיעו בטבלה בסוף הסעיף

  
  

 בחירה בלי החזרה ועם חשיבות לסדר: חליפות  3.4.1
 

  D3.3 הגדרה 

 שוניםאיברים  n אוסף המכילאיברים מ kלבחור מספר האפשרויות הוא  [variations] חליפותמספר 
  . חשיבות לסדר הבחירהנהאך יש) בחירה בלי החזרה(כאשר אין לבחור אותו איבר יותר מפעם אחת 

  
  

  E3.3 דוגמא

) איברים שנימספר האפשרויות לבחור  )2=kאוסף  מ{ }cba ) שלושה איברים  המכיל ,, )3=n   
  האופציות הקיימות הן. 6— שווה לבחירה ללא החזרה עם חשיבות לסדרכאשר מדובר על 

  

                                   { }ba, ,{ }ab, ,{ }ca, ,{ }ac, ,{ }cb, ,{ }bc,.  
 

}האופציות , מכיוון שהבחירה היא ללא החזרה }aa, ,{ }bb, ,{ }cc,לא מופיעות ברשימה .  
  
  

ללא החזרה  כאשר הבחירה היא שונים איברים nאיברים מתוך  k מספר האפשרויות לבחור .טענה
  הוא) מספר חליפות (ועם חשיבות לסדר

( )!
!
kn

nPk
n −
=  

  

 שונים  איבריםnאיברים מתוך  kנוח לחשוב על בחירה ללא החזרה ועם חשיבות לסדר של  .הוכחה

איברים  k  תאים על ידי kכעל מילוי של  
1i

a ,
2i

a ,... ,
ki

a .את התא הראשון מותר למלא ב—n 

)1(— ב–את התא השני , דרכים שונות −n2( — ב–את התא השלישי ,  דרכים( −nאת , ...,  דרכים

)1(— ב–) האחרון (k —התא ה +− knדרכים .  
   
  
  
  

  
  

    התאים הואkמספר האופציות למלא את כל , על עקרון הכפל

( ) ( ) ( ) ( )!
!1...21
kn

nknnnnPk
n −

=+−⋅⋅−⋅−⋅=.  
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  .סוף הוכחה
  
  

  R3.3הערה 
לוקח בחשבון )  בניסוי רב שלבימספר האופציותאשר מתייחס לחישוב ( בניסוח הראשון הכפלעקרון 

אשר מטפל בחישוב (אנחנו נראה בהמשך כי עקרון הכפל בניסוח השני . כל הסדרים האפשריים
  .ללא מתייחס לסדרים שונים כל) בניסוי רב שלביהסתברות 

  
  

  R3.4 הערה

6הוא מספר אפשרויות הבחירה כך ש n=3— וk=2הפרמטרים  ,E3.3 בדוגמא
)!23(

!32
3 =

−
=P.  

  
  

  L3.6  שאלה
כל התפקידים בוועדה .  תלמידיםארבעה בת בנות בוחרים ועדה שתים עשרה בנים ושמונהמכיתה בה 

  .בחר ליותר מתפקיד אחדייד כלשהו לא יכול להשונים זה מזה ותלמ
  

 ?בכמה אופנים ניתן לבחור את הוועדה  .א
 אחד מהבנים ולשלושת יש לבחורבכמה אופנים ניתן לבחור את הוועדה אם לתפקיד מסוים   .ב

  ?רק בנותיש לבחור התפקידים האחרים 
  
  

כל . "בחירה ללא החזרה:  פרוש הדבר–" בחר ליותר מתפקיד אחדיתלמיד כלשהו לא יכול לה ".ןפתרו
אזי נשתמש בחליפות  .בחירה עם חשיבות לסדר:  פרוש הדבר–" התפקידים בוועדה שונים זה מזה

k
nP.  

11628017181920מספר אופנים   .א
!16
!204

20 =⋅⋅⋅==P.  

  :  בנותשלושהמכילה בן אחד ו מדובר על בחירת הוועדה  .ב
  
  
  
 
 
 
 

  
  
  

 בנים 8מתוך אחד בשלב הראשון נבחר בן . שלבי דו" ניסוי"בחירת הוועדה הוא . דרך ראשונה

1- אפשר לעשות זאת ב. בכיתה
8P בנות בכיתה12 בנות מתוך 3בוחרים , בשלב השני. אופנים  .

3 הואמספר אופציות אפשריות בשלב זה 
12P.מספר אפשרויות לבחור את ,  על פי עקרון הכפל

1056010111283—דה כולה שווה להווע
12

1
8 =⋅⋅⋅=⋅PP.    

  
  

התא הראשון אפשר למלא את . אפשר להתייחס לבחירת הוועדה כלמילוי ארבעה תאים. דרך שנייה
אזי למילוי .  אופנים12—את התא השני אפשר למלא על ידי אחת הבנות ב.  אופנים8—בן ב על ידי

עקרון הכפל מביא את .  אופציות10רו רק ולתא האחרון נשא,  אופציות11התא השלישי קיימות 

105601011128התשובה  =⋅⋅⋅.  
  

  L3.7  שאלה

  מסויימתבכמה אופנים ניתן לעבור מעיר אחת. B לעיר A מסלולים שונים המקשרים עיר 3ישנם 
  ?ה וחזרה אם לא חוזרים באותה דרךישניעיר ל
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a  
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321  ימות החול             

בחירה ללא :  פרוש הדבר–" לא חוזרים באותה דרך ".ןפתרו
בחירה עם  עולה כי מדובר על ניסוח השאלהמ. החזרה

},{המסלולים : חשיבות לסדר baו -},{ ab הם מסלולים 
 ! שונים

 
  
  

 אזי התשובה היא . איבריםn=3תוך מאיברים  k=2מניית המסלולים הלוך ושוב זו בחירה של 

6
!1
!32

3 ==P.  

  
  

  L3.8  שאלה
 ימים בהם 3 פתקים נלקחו משם כדי לקבוע 3.  ימי השבוע מונחים בכובע7פתקים עם שמות של 

לא ? )יום שישי ושבת(מה ההסתברות שההרצאות לא יחולו בסוף שבוע .  הרצאות שונות3יתקיימו 
  . סדר בו יתקיימו ההרצאות חשוב. תקיים יותר מהרצאה אחת ביום אחדת
  

 פרוש –" סדר בו יתקיימו הרצאות חשוב. "בחירה ללא החזרה:  פרוש הדבר–"  הרצאות שונות3 ".פתרון
  .בחירה מסודרת: הדבר

  
 גודל מרחב המדגם ומספר –ו חייבים לחשב שני מספרים חנאנ, כדי לחשב את ההסתברות הדרושה

  . את השאלההאופציות עבור בחירה המובילה לתוצאה עליה שואלים
  

  .דרך ראשונה

210, אזי. 7 איברים מתוך 3גודל מרחב המדגם מתאים לבחירה של   .א
!4
!73

7 ==P.  

 ימות החול 5כל שלושת הפתקים הגיעו מהחלק של , אם הרצאות לא יתקיימו בסוף שבוע  .ב
  :     כמצויר למטה

  
 

 
  
  

  
  

  
  

60ביא את מספר האופציות זה מ
!2
!53

5 ==P . היא לכן ההסתברות הדרושה  

7
2

210
60

3
7

3
5 ==

P
P

.  

  
  : )כלל שרשרת(באמצעות עקרון הכפל בניסוח השני אפשר לחשב את ההסתברות הנשאלת . דרך שנייה

7
2

5
3

6
4

7
5

=⋅⋅.  

  
  
  

 בחירה עם החזרה ועם חשיבות לסדר: חליפות  3.4.2
 

  . ניתן לבחור באותו איבר יותר מפעם אחתעם החזרה בבחירה
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1a 2a na

0

  E3.4 דוגמא

) איברים 2מספר האפשרויות לבחור  )2=k מאוסף של שלושה איברים ( )3=n  { }cba   כאשר ,,
  הןהאופציות הקיימות . 9- שווה לבחירה עם החזרה ועם חשיבות לסדרמדובר על 

  

{ }aa, ,{ }ba, ,{ }ab, ,{ }bb, ,{ }ca, ,{ }ac, ,{ }cc, ,{ }cb, ,{ }bc,.  
  
  

עם החזרה  כאשר הבחירה היא שונים איברים nאיברים מתוך  kר  מספר האפשרויות לבחו.טענה
  הוא  ועם חשיבות לסדר

kn.  
  

},,,...,{ איברים שונים n נתבונן באוסף של .הוכחה 321 naaaa . של נתייחס לסידורם כלמילויk 

  תאים 
  
  
  
  
  
  

 אופנים n—בכל שלב מותר למלא את התא הרלבנטי ב. ם שלביk  בעלתאים הוא ניסוי kשל מילוי 
  -של אפשרויות שווה למספר כולל , על פי עקרון הכפל, אזי. מכיוון שהבחירה היא בחירה עם החזרה

  
k

k

nnnn =⋅⋅⋅ 43421 ...  

  
  

  L3.9  שאלה
כל ספרה יכולה להופיע  ? 0, 1 ,2 ,3, 4, 5 ספרות ניתן לרשום באמצעות הספרות 4 בני מספריםכמה 

  . יותר מפעם אחת
  

  .פתרון
  

סדר מובן ש. בחירה עם החזרה:  פרוש הדבר–" כל ספרה יכולה להופיע יותר מפעם אחת. "דרך ראשונה

  . אופנים46— ב6 ספרות מתוך 4אפשר לבחור , אזי. הספרות במספר הוא כן חשוב
  
  
  
  

 את מספר 46—זה אומר שצריך להוריד מ. 0הספרה  לא יכול להתחיל ממספר –הנקודה החשובה 
  . ראשונה משמאל0 ספרות עם ספרה 4בן " קוד"האופציות להרכיב 

  
  
  

108066התשובה היא , אזי. 36הוא  ומספר אופציות כאל 34 =−.  
  
  

.  אופציות למלא את התא השמאלי5קיימות ,  לא יכול להופיע במקום הראשון0—מכיוון ש. דרך שנייה
 זה מביא את לפי עקרון הכפל, אזי.  אופציות עבור כל אחד מתאים אלה6 תאים מימין ישנן 3—ל

10806665: התשובה הבאה =⋅⋅⋅.    
  
  

  L3.10  שאלה

  מסויימתבכמה אופנים ניתן לעבור מעיר אחת. B לעיר A מסלולים שונים המקשרים עיר 3ישנם 
  ?יה וחזרה אם אפשר לחזור באותה דרךישנעיר ל
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משאלה גם עולה כי מדובר על . בחירה עם החזרה:  פרוש הדבר–" ותה דרךאפשר לחזור בא ".פתרון

 . איבריםn=3 מתוך k=2מניית המסלולים הלוך ושוב זו בחירה של . בחירה עם חשיבות לסדר

932אזי התשובה היא  =.  
  
  
  

  חשיבות לסדריבלבחירה בלי החזרה ו: צירופים  3.4.3
 

  D3.4 הגדרה 

 שוניםאיברים  nאיברים מתוך  kלבחור מספר האפשרויות הוא  [combinations] צירופיםמספר 
  . הבחירהאין חשיבות לסדרו) בלי החזרהבחירה (כאשר אין לבחור אותו איבר יותר מפעם אחת 

  
  

  E3.5 דוגמא

) איברים 2שרויות לבחור מספר האפ )2=k מאוסף של שלושה איברים ( )3=n  { }cba   כאשר ,,
  האופציות הקיימות הן. 3 הוא  בחירה ללא החזרה ובלי חשיבות לסדרמדובר על 

  

                                                  { }ba, ,{ }ca, ,{ }cb,.  
 
  

ללא החזרה  כאשר הבחירה היא שונים איברים nאיברים מתוך  k מספר האפשרויות לבחור .טענה
  הוא) מספר צירופים (ובלי חשיבות לסדר

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−
=

k
n

knk
nCk

n !!
!

.  

  

kניתן לראות כי מספר הצירופים  .חההוכ
nC חליפות ומספר הk

nP  אחד לשני כקשורים—
!k

PC
k

nk
n = .  

  .הוכחהסוף 
  
  

  L3.11  שאלה

kn כי הוכיחי/הוכח
n

k
n CC −=. 

  
  

  L3.12  שאלה
   בלי החזרהוציא ממנובכמה אופנים ניתן לה. שונים כדורים 8בכד 

  
  ? כדורים3  .א
  ? כדורים4  .ב

 
  .מקום אסיפת הכדורים לא מוגדר

 
אין חשיבות :  פרוש הדבר–" מקום אסיפת הכדורים לא מוגדר". בחירה ללא החזרה מדובר על .פתרון

   התשובה היא.סדרל

563  .א
8 =C       704 .ב

8 =C.  
 

  
  

  L3.13  שאלה
 תלמידים במקרים 4כיתה בו הועד את  תלמידים 15 בכמה אופנים ניתן לבחור מכיתה של י/מצא

  :הבאים
  

  )אין בוועד תפקידים מוגדרים(ללא הגבלה   .א
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 בתנאי שתלמיד בשם מסוים חייב להיבחר לוועד  .ב
אינם ) גם בשמות מסוימים(בתנאי שתלמיד בשם מסוים חייב להיבחר ושניים אחרים   .ג

 ?יכולים להיבחר
  

  .  תלמיד אחד לא יכול להיבחר ליותר מתפקיד אחד. ן בוועד תפקידים מוגדריםאי
  
  

תלמיד אחד לא יכול . "בחירה בלי חשיבות לסדר:  פרוש הדבר–" אין בוועד תפקידים מוגדרים ".פתרון
  . בחירה בלי החזרה:  פרוש הדבר–" למלא יותר מתפקיד אחד

  

13654  היאתשובהה  .א
15 =C. 

  
בשלב , מסוים חייב להיבחר לוועדבשם אם תלמיד  .שלבי בת הוועד הוא ניסוי דוהרכ  .ב

11 מספר האופציות לעשות זאת הוא –הראשון בוחרים בתלמיד זה 
1 =C .ו חנבשלב השני אנ

3643 מספר האופציות הוא – שנשארו 14 תלמידים נוספים מתוך 3—בוחרים ב
14 =C .י על פ

3643: מגעים לתשובה, עקרון הכפל
14

1
1 =⋅CC. 

 
התשובה היא , מסוימים לא יכולים להיבחר לוועדבשמות מכיוון ששני תלמידים   .ג

2203
12

1
1 =⋅CC    .  

  
  
  

  L3.14  שאלה
.  מטבעות בצורה אקראית3 מוציא מרצהה.  מארד3— מכסף ו4,  מטבעות מזהב6 נםמרצה יש הבכיס

  ?סתברות שכל המטבעות שיוציא הם מאותו חומרמהי הה
  

את גודל המאורע אליו גודל מרחב המדגם ואת  לחשב ךצריאזי . הסתברותל ה מתייחסתשאל: פתרון
 מטבעות מאותו 3 המביאות לבחור מספר האופציותיש לחשב את , במילים אחרות( מתייחסת שאלה

  ).חומר
  

  כך שהבחירה היא בחירהמתייחסת לסדר הבחירהשאלה גם לא . בלי החזרהמרצה מוציא מטבעות 
 הנמצאים בכיס מתאימה למרחב המדגם בגודל 13 מטבעות מתוך 3הוצאה של . לא מסודרת

2863
13 ==Ω C.  

  

זרים  אורעותמשלושה ממורכב  Eמאורע ה. }שלושה מטבעות מאותו חומר{ = Eהמאורע נגדיר את 
  :בזוגות

GA = }שלושה מטבעות מזהב,{  

SA = }שלושה מטבעות מכסף{  

BA = }שלושה מטבעות מארד{  
  

BSG-כך ש AAAE )()()()(אזי ההסתברות הדרושה . =∪∪ BSG APAPAPEP ++= .  

  
, מכסף ( מטבעות מזהב3 את מספר האופציות להוציא יש למצוא, וויות אלכדי לחשב שלוש הסתבר

אזי מספר .  מטבעות מזהב6 והגיעו מחלק הכיס בו נמצא מטבעות מזהב 3.  המרצה מכיס)מארד

203הדרוש הוא האופציות 
6 == CAG. 43, באותה דרך

4 ==CAS13— ו
3 ==CAB .הכתוצא,  

  

( )
286
1

3
13

3
3 ==

Ω
=

C
CA

AP B
B,  ( )

286
4

3
13

3
4 ==

Ω
=

C
CA

AP S
S ,( )

286
20

3
13

3
6 ==

Ω
=

C
CA

AP G
G.  

  
  ההסתברות הדרושה היא, אזי
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286
25)()()()( =++= BSG APAPAPEP.  

 
  
 

  חשיבות לסדרבלי החזרה ועםבחירה : צירופים  3.4.4
  

  E3.6 דוגמא

) איברים 2מספר האפשרויות לבחור  )2=kאיברים  מאוסף של שלושה ( )3=n  { }cba   כאשר ,,
  האופציות הקיימות הן. 6— שווה ל חשיבות לסדרבליבחירה עם החזרה ומדובר על 

  

{ }aa, ,{ }ba, ,{ }bb, ,{ }cb, ,{ }cc, ,{ }ac,.  
  
  

עם החזרה  כאשר הבחירה היא שונים איברים nאיברים מתוך  k מספר האפשרויות לבחור .טענה
  הוא  חשיבות לסדרבליו
   

)!1(!
)!1(1

)1,( 11 −
−+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
==− −+−+ nk

kn
k
kn

CnkP k
knkn.  

  
  

  : דרך הטבלהונציג אותה E3.6גמא דונחזור ל, כדי להבין את ההיגיון מאחורי ההוכחה .הוכחה
  

  
    

פריד בין איברים מ |  הפרדהוסימן, סמן שכיחות איבר מסוים באופציהמ  √   נוכחות מספר סימני,כאן
 4 לסדר ספר האופציותפורמאלית בטבלה מרמזת כי מספר הבחירות הוא שווה למהצגה  .שונים

 והשנייה )√√( איברים זהים 2 הראשונה מכילה :איברים בשורה כאשר בתוכם יש שתי תת קבוצות

)2,2(6 במקרה זה היאתשובה  ה.)| |(מכילה גם שני איברים זהים  2
44 == CP.  

  

)1(—ו √  נוכחותמנייס kל וכלתלית אהצגה פורמ, הכלליבמקרה לראות כי קל  −nסימני הפרדה . 

knר האופציות לסדספר מ — וk איברים בשורה כאשר בתוכם ישנם שתי תת קבוצות בגודל 1−+

)1( −n הוא בהתאמה  
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  .הוכחהסוף 

  
  
  
  

  אופציות  aחות שכי  bחות שכי  cחות שכי  ליתאפורמצגה ה

| | √√      √√  { }aa, 

| √ | √    √  √  { }ba,  

 | √√ |     √√    { }bb,  

√ | √ |  √  √    { }cb, 

√√ | |  √√      { }cc,  

√ | | √  √    √  { }ac, 
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 סיכוםבלת ט: חירותב  3.4.5
  

     החזרהעם  בלי החזרה

k
nP  kn  מסודרת  

k
nC  )1,(1 −−+ nkP kn  לא מסודרת  

  
  
  
  

 בינומי ומקדם מולטינומים קדמ 3.5
  

  :וביםמכילות שני מקדמים חשקומבינטוריות  נוסחאות
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  .הם חלק בלטי נפרד של שני משפטים הבאים מים אלהמקדשני 

  
  
  

  .)ניוטוןמשפט ( T3.1 משפט
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  .)ולטינומיממשפט ( T3.2 משפט
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 נוספותאלות ש 3.6
 

   L3.15  שאלה
   ? ספרות ניתן לרשום בעזרתן במקרים הבאיםששכמה מספרים בעלי . 6, 5, 4, 3, 2, 1נתונות הספרות 

   

 .הראשונה משמאל היא ספרה אי זוגיתשהספרה   .א
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 .וא מספר זוגיהשהמספר   .ב
 .חידותא איננה ספרת ה6שהספרה   .ג
  

  לענות על השאלות אםיש 
  

  , להשתמש בכל ספרהחובהחלה  )1( 
  .ותר להשתמש באותה ספרה יותר מפעם אחתמ )2( 

  
  
   .תרוןפ

  : התשובות הן ניתן לראות כי, להשתמש בכל ספרהחובהחלה ש )1(במקרה 
  

53!  .א ⋅ 

53!  .ב ⋅ 

55!  .ג ⋅  
  

  : התשובות הן ניתן לראות כי,תה ספרה יותר מפעם אחתותר להשתמש באומש )2(במקרה 
  

563  .א ⋅ 

563  .ב ⋅ 

565  .ג ⋅  
  
  
  

  
   L3.16  שאלה

  ת ניתן לרשום בעזרת הספרו ספרות8 בני מספריםמה כ
   

 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 3  .א
 0, 0, 6, 6, 6, ,6, 8, 8  .ב

  
  .להשתמש בכל ספרהחובה 

  
  
   .תרוןפ

 ספרות מהספרות הנתונות 8 בן קודהמספר הדרוש הוא הפרש בין מספר האופציות להרכיב   .א
 :0אשר הספרה הראשונה משמאל היא כ קודלמספר האופציות להרכיב 

 

1470)2,2,3()2,2,3,1( 78 =− PP.  
  

 :דרך מקבליםבאותה   .ב

315)2,4,1()2,4,2( 78 =− PP.  


