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  הקורסנוסחאון למבחן סוף ■   
 

  מושגי יסוד: 1הרצאה 
  

  הגדרות בסיסיות 

  .אוסף כל התוצאות האפשריות של הניסוי – Ωמרחב המידגם  •

  .קבוצה חלקית כלשהי של תוצאות ניסוי – Aע מאור •

=Ωהיא  A הסתברות של המאורע • /)( AAP .של כל אחת מן  סבירות שווה הנוסחא מניחה

 .התוצאות האפשריות של ניסוי אקראי
  

  מאורעות אלגברת

 .בשניהם או B-ב או A- וסף כל המאורעות הכלולים בא – BAU איחוד •

 .B-ב גםו A- אוסף כל המאורעות הכלולים ב – BAIחיתוך  •

BAמינוס  •    B-כלולים ב לאו A- ולים באוסף כל המאורעות הכל – \

 .A-כלולים ב לאאוסף כל המאורעות הכלולים במרחב המדגם ו – A השלמה •

 .Bלמאורע  גםיכת שי Aכל תוצאה השייכת למאורע  – ⊃BAהכלה  •
  סוגי מאורעות

 .מאורע שכולל את כל המאורעות של מרחב המדגם – Ωמאורע וודאי  •

  .מאורע שאינו כולל אף מאורע של מרחב המדגם, תוצאה בלתי אפשרית – ∅מאורע ריק  •

, הם מאורעות זרים אם הם לא כוללים מאורעות משותפים B-ו A –מאורעות זרים  •

∅=BAI.  

ji=∅הם מאורעות זרים בזוגות אם  jA- ו iA –מאורעות זרים בזוגות  • AA I  לכלji ≠.  

  וחוקים חשובים תכונות של פונקצית הסתברות

• 1)(0 ≤≤ AP  לכלA.  

• 1)( =ΩP  כאשרΩ הוא מרחב המדגם. 

)אזי , הם מאורעות זרים בזוגות jA-ו iA אם • ) ( ) ( ) ...... 2121 ++= APAPAAP UU. 

)()(אזי  ⊃BA אם • BPAP ≤. 

): חוק המשלים • ) ( )APAP −=1. 

): חוק האיחוד • ) ( ) ( ) ( )BAPBPAPBAP IU −+=.      
ABBA    : חוק קומוטטיבי • UU = ,ABBA II =. 
)  : חוק אסוציאטיבי • ) ( ) CBACBACBA UUUUUU ==  ,          

                          ( ) ( ) CBACBACBA IIIIII ==   
)         : חוק דיסטריבוטיבי • ) ( ) ( )CBCACBA IUIIU =,  

  ( ) ( ) ( )CBCACBA UIUUI =                                                 
)       : חוק דה מורגן • ) BABA IU =  ,( ) BABA UI =. 
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  הסתברות מותנית: 2הרצאה 
  

  הסתברות מותנית ואי תלות
) :הסתברות מותניתנוסחא ל • ) ( ) ( )BPBAPBAP // I=. 

)בלתי תלויים אם מאורעות הם  B-ו Aהמאורעות  –אי תלות  • ) ( ) ( )BPAPBAP ⋅=I. 

): ר מאורעות בלתי תלויות מתקייםעבו, במילים אחרות ) ( )APBAP =/. 
  

  הסתברות שלמה
nAAA אם –הסתברות שלמה  • ,...,, ∩=∅-כך ש ,הם מאורעות זרים בזוגות 21 ji AA  עבור כל זוג

ji =Ω  ואיחודם הוא כל מרחב המדגם, ≠
=
U
n

i
iA

1

∪∪=Ωזאת אומרת (   ...21 AA(,   אזי לכל

)()/()( :מתקיים Bמאורע 
1 i

n

i i APABPBP ⋅=∑ =
.  

  משפט בייס
  :מתקיים בעלי הסתברות חיובית B- ו A עבור מאורעות –משפט בייס  •

                                    
)(

)()/()/(
BP

APABPBAP ⋅
=.  

 :משפט בייס בשילוב נוסחא להסתברות שלמה •
  

                                    

∑
=

⋅

⋅
= n

j
jj

ii
i

APABP

APABP
BAP

1

)()/(

)()/(
)/(

.  

  

  קומבינטוריקה: 3הרצאה 
  

  ונוסחת סטירלינג פונקצית גאמא,עצרת של מספר 
 

nn-ושווה ל n=3,2,1..., חיוביים מוגדר עבור מספרים שלמים: עצרת של מספר • ⋅⋅⋅⋅= ...321! . 

): פונקצית גאמא • ) ∫
+∞

−=+Γ
0

1 tetdt αα  :מתקיים n=αעבור .  )α<−1עבור מוגדרת (    

( )1! +Γ= nn . 

nnמתקיים בקירוב  n<<1עבור : נוסחת סטירלינג • enn −+⋅≈ 2/12! π . 
  

  עקרון הכפל
 

תוצאות   1nשלבים בזה אחר זה כאשר בשלב הראשון יש  k-אם ניסוי מתבצע ב: ניסוח ראשון •

אזי , תוצאות אפשריות knיש  k-בשלב ה, ..., תוצאות אפשריות 2nיש  בשלב השני, אפשריות

knnn -שווה לבניסוי כולו  אפשריותמספר התוצאות ה ⋅⋅⋅ ...21. 
 

nAAAלכל  :כלל שרשרת –ניסוח שני  • ,...,,   : מתקיים 21

         ).../(...)/()/()()...( 1121312121 −∩∩⋅⋅∩⋅⋅=∩∩∩ nnn AAAPAAAPAAPAPAAAP.  

  
  ונוסחא מולטינומית סידוריםמספר 

 

nPn ! -שווה ל בשורה שוניםאיברים   nשל  • =.  
) -שווה ל במעגל שוניםאיברים   nשל  • )!1  −n. 
 kn, .., איברים זהים מסוג שני 2n, איברים זהים מסוג ראשון 1nאיברים בשורה שמתוכם   n של •

nnnn -כך ש( k-איברים זהים מסוג ה k =+++    - שווה ל )21...
!...!2!1

!),...,1(
      

 

knnn
n

knnnP =.  
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 נוסחא מולטינומית  •
  

    k

k
k

k

k
k

n
k

n

nnn
nn k

n
k

n

nnn
nn

kn
n

k xx
nn
nxxnnPxxx ...

!!...
!...),...,()...( 1

1
1

1

1
1

1

...
:)0,...,0( 1

1

...
:)0,...,0(

121 ∑∑
=++
≥≥

=++
≥≥

==+++  

  בחירותמספר 
 

  עם החזרה  בלי החזרה
  

( )!
!

 

 

kn
nPkn −

=  kn  מסודרת  

( )!!
!

   

 

knk
nCk

n −
  לא מסודרת   —  =

  

      

  משתנה מקרי חד ממדי: 4הרצאה 
  

  tFX)(ופונקצית התפלגות מצטברת  xPX)(פונקצית הסתברות 
  

 : תכונות של פונקצית הסתברות •
 

0)(1. א            ≤≤ xP  לכל ערךx.  

)(1. ב            =∑
x

xP. 

):פונקצית התפלגות מצטברת • )xPtXPtF
tx

XX ∑
≤

=≤= )()(.  

 : יהתכונות •
)(0  .א =−∞=tFX.  

)(1  .ב =+∞=tFX. 

21אם   .ג tt <  ,( ) ( )21 tFtF XX ≤. 

)  .ד ) ( ) ( )1221 xFxFxXxP XX 21 עבור >≥=− xx <.  

  מדדים של משתנה מקרי
  

 :ותכונותיה תוחלת •
 

∑  .א ⋅==
x

X xPxXE )(][µ. 

∑  .ב ⋅=
x

X xPxgXgE )()()]([. 

aaE  .ג =][,a קבוע. 
aXEaXE  .ד +=+ ][][,a קבוע. 
][][  .ה XEbXbE ⋅=⋅,b קבוע. 

][][][  .ו 2121 XEXEXXE +=+. 
 

 : ותכונותיהן סטיית תקן, שונות •
 

]  .א ] ])[( 22 µσ −== XEXVar. 

]  .ב ] [ ] [ ]( )222 XEXEXVar −==σ. 
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 .XVar=σ][  .ג

][0  .ד ≥XVar  לכל משתנה מקריX. 
][0  .ה =XVar  אך  ורק כאשרX הוא קבוע. 
][][  .ו XVaraXVar =+,a קבוע. 

][][  .ז 2 XVarbXbVar ⋅=⋅,b קבוע. 
, )מתייחסים לשני ניסויים בלתי תלויים(תלויים הם משתנים מקריים בלתי  Y-ו Xאם   .ח

][][][:  אזי מתקיים YVarXVarYXVar +=+ . 
  

  התפלגויות בדידות מיוחדות: 5הרצאה 
  

  התפלגות אחידה

  

) : סימון • )baX d ,U~ ,a ו -b מספרים שלמים. 

) :פונקצית הסתברות • )
1

1
+−

==
ab

kXP עבור baak ,...,1, += 

]: תוחלת • ]
2
baXE +

=. 

]: שונות • ]
12

1)1( 2 −+−
=

abXVar. 

): פונקצית התפלגות מצטברת • )
1
1)(

+−
+−

=≤=
ab
akkXPkFX  עבורbaak ,...,1, +=.  

  '' כשלון''או '' הצלחה'' –י התפלגות ברנול
  

) : סימון • )pX Ber~ ,10 ≤≤ p. 

    :תפונקצית הסתברו •
⎩
⎨
⎧

=
=−

=
1,

0,1
)(

xp
xp

xPX. 

pXE: תוחלת • =][. 
][)1(: שונות • ppXVar −=.  

  

 בסדרת ניסוי ברנולי" הצלחות"מספר כולל של  –ית התפלגות בינומ
 

) : סימון • )pnX ,Bin~ ,10 ≤≤ p ,n מספר שלם חיובי 

knkk :פונקצית הסתברות •
n ppCkXP −−== nkעבור  )()1( ,...,1,0=. 

npXE: תוחלת • =][. 
][)1(: שונות • pnpXVar −=. 

nXXXתני ברנולי מש nשל  Xסכום : משפט הפירוק • ,...,, פרמטר  אותו בלתי תלויים בעלי 21

p  מתפלג בינומית עם פרמטריםn ו-p:        

                      ( )pnBXXXXX n

n

k
k ,~...21

1
+++==∑

=

.  

 

קטן מאוד  p-ו)  n<<1(גדול מאוד  n מטרפר אם  :קירוב פואסוני להתפלגות בינומית •

)1<<p ( כך שהכפלpn ⋅=λ מתקייםבקירוב '', בינוני'' מקבל ערך    : 

                                       λλ −≈= e
k

kXP
k

!
)(. 
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 "הצלחה הראשונה"ניסוי ברנולי עד ל מספר –התפלגות גיאומטרית 

) : סימון • )pX G~ ,10 ≤≤ p . 

)()1(1 :פונקצית הסתברות • −−== kppkXP  עבור∞= ,...,1k. 

kX :פונקצית התפלגות מצטברת • pkXPkF )1(1)()( =∞עבור  =≥=−− ,...,1k. 

kpkXP :הסתברות • )1()( =∞עבור  <=− ,...,1k. 

: תוחלת •
p

XE 1][ 2: שונות  .=
1][
p
pXVar −

=. 

)/()( : "חוסר זיכרון"תכונת  • nXPkXnkXP >=>+>  

 "m- הצלחה ה"ניסוי ברנולי עד ל מספר –התפלגות בינומית שלילית 

) : סימון • )mpX ,NegBin~ ,10 ≤≤ p ו -∞= ,...,2,1m 

mkmm :פונקצית הסתברות •
k ppCkXP −−
− −== )1()( 1
=+∞עבור  1 ,...,1,mmk. 

: תוחלת •
p
mXE : שונות  .][=

2

)1(][
p
pmXVar −

=.  

 מאוסף מעורב ללא החזרהבבחירה פריטים מיוחדים  מספר –מטרית ויאהתפלגות היפרג
 
) : סימון • )nDNX ,,Hyp~ ,NDn ≤,. 

) :פונקצית הסתברות • ) n
N

kn
DN

k
D

C
CCkXP

−
−⋅

min(0,(עבור  == Dnk ≤≤. 

]: תוחלת • ]
N
DnXE ⎟: שונות  .=

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

1
111][

N
n

N
D

N
DnXVar. 

,1אם : קירוב בינומי להתפלגות היפרגיאומטרית • >>ND  אךp
N
D
ערך סופי וגם  שומר על =

NDnk ): מתקייםבקירוב , ≥>>> ) knkk
n ppCkXP −−≈= )1(.  

,1אם : קירוב בינומי להתפלגות היפרגיאומטרית • >>ND  אךp
N
D
שומר על ערך סופי וגם  =

NDnk ): בקירוב מתקיים, ≥>>> ) knkk
n ppCkXP −−≈= )1(  

  

 m-מספר הוצאות ללא החזרה עד הפריט המיוחד ה –התפלגות היפרגיאומטרית שלילית 

) : סימון • )DNmXm ,;NegHyp~ ,Dm ≤≤1 ,ND <≤1. 

 :פונקצית הסתברות •
D
N

mD
kNm

km C
CCkXP

−
−−

−== 1
mDNmkעבור  )(1 +−= ,...,. 

: תוחלת •
1
1][

+
+

=
D
NmXE m

⎟: שונות  .
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
−

+
+

=
1

1
21

1]var[
D
m

D
DN

D
NmXm.  

 מספר התרחשויות ביחידת זמן בזרם אירועים פואסוני – התפלגות פואסון
 

) : סימון • )λPX ~, 0>λ . 

λλ :פונקצית הסתברות • −== e
k

kXP
k

!
=∞עבור  )( ,...,0k. 

 .λ=][XE: תוחלת •
  .λ=][XVar: שונות •
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 משתנה מקרי דו ממדי: 6הרצאה 
 

),(פונקצית הסתברות משותפת  yxPXY  שוליות הסתברות ופונקציות)(xPX ו -)(yPY  
 

 : תכונות של פונקצית הסתברות משותפת •
0),(1  .א ≤≤ jiXY yxP  לכל זוג ערכים אפשרי),( ji yx.  

),(1  .ב =∑∑
i jx y

jiXY yxP. 

 :פונקציות הסתברות שוליות •
=∑ .א

jy
jiXYiX yxPxP ),()(.  

=∑. ב
ix

jiXYjY yxPyP ),()(.  

 תלות ומתאם 
  

אם  תלויים משתנים בלתי נקראים XYPשני משתנים מקריים בעלי התפלגות משותפת : אי תלות •

),( כל זוגל ji yx  מתקיים)()(),( jYiXjiXY yPxPyxP =. 

][][][אם מתקיים  תואמיםשני משתנים מקריים נקראים בלתי מ  :אי מתאם • YEXEYXE פה . ⋅=⋅

∑=⋅
ji yx

jiji yxPyxYXE
,

),(][. 

YXאם  •   !ההפך לא בהכרח נכון. אזי הם גם בלתי מתואמים, הם משתנים בלתי תלויים ,

  מדדים של משתנה דו ממדי
  

 

),(][][][: שונות משותפת • YEXEYXEYXCov ⋅−⋅=. 

:  מקדם המתאם •
][][

),(),(
YVarXVar

YXCovYX =ρ. 

 :תכונות של מקדם המתאם •
),(),(  .א XYYX ρρ =. 
),()sgn(),(חיוביים מתקיים   δ-ו α,β,γלכל   .ב YXYX ρβγ=δ+γα+βρ. 
1),(1: מתקיים Y-ו Xלכל   .ג +≤≤− YXρ. 
),(0 עבור משתנים בלתי מתואמים  .ד =YXρ. 
baXYם א  .ה ),(1:  אזי =+ +=YXρ  0עבור>a 1- ו),( −=YXρ  0עבור<a. 
  

  יה לינאריתשונות של סכום המשתנים ורגרס
 

][][][2),(: שונות הסכום • YXCovYVarXVarYXVar ++=+. 
ניתן על ידי קו הרגרסיה  Xבהינתן  Y-הטוב ביותר ל הלינאריהניבוי :  רגרסיה לינארית •

baXY  עם הפרמטרים =+
  

               
][

),(][][
XVar
YXCovXEYEb −=   ,

][
][),(

][
),(

XVar
YVarYX

XVar
YXCova ρ==.  

∑: יש להשתמש בנוסחאות, עבור מדגמים גדולים          
=

=≈
n

k
kXn

XXE
1

1][     ,  

         ( )∑
=

−
−

≈
n

k
k XX

n
XVar

1

2

1
)- ו ][1 )( )∑

=

−−
−

≈
n

k
kk YYXX

n
YXCov

11
1),(.  
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  משתנה מקרי רציף: 7הרצאה 
  

  פונקצית צפיפות ופונקצית התפלגות מצטברת, הסתברות

>>=∫ :הסתברות •
b

a
X dxxfbXaP )()(. 

 :תכונותיה של פונקצית צפיפות •

)(0. א ≥xf X.    1. ב)( =∫
+∞

∞−

dxxf.  

∫: פונקצית התפלגות מצטברת •
∞−

=≤=
t

XX dxxftXPtF )()()(. 

)()(: נוסחת הקשר • xF
dx
dxf XX =. 

∫: תוחלת •
+∞

∞−

= dxxxfXE X )(][. 

 :ותשונ •
2

222 )()(])[(][][ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−= ∫∫

∞+

∞−

∞+

∞−

dxxxfdxxfxXEXEXVar XX
. 

  

  התפלגות אחידה
  

) : סימון • )baX c ,U~ ,ba < . 

 :פונקצית צפיפות •
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤

−=
אחרת

bxa
abxf X

0

,1
)(. 

 :פונקצית התפלגות מצטברת •

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥

<≤
−
−

<

==≤= ∫
∞−

bt

bta
ab
at

at

dxxftXPtF
t

XX

,1

,

,0

)()()(. 

: תוחלת •
2

][ baXE +
: שונות   .=
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  זמן המתנה עד התרחשותו האירוע הראשון בזרם פואסוני – התפלגות מערכית
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  התפלגות נורמלית
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  משפט הגבול המרכזי פלוס: 8הרצאה 
  

  לפלס - משפט דה מואבר –קירוב נורמלי להתפלגות בינומית 
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  משפט הגבול המרכזי
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NA (0,d) = area of 
shaded region 

0 d

          .00        .01        .02        .03        .04        .05        .06        .07        .08        .09          

0.0    .0000    .0040    .0080    .0120    .0160     .0199   .0239    .0279    .0319    .0359
0.1    .0398    .0438    .0478    .0517    .0557     .0596   .0636    .0675    .0714    .0753           
0.2    .0793    .0832    .0871    .0910    .0948     .0987   .1026    .1064    .1103    .1141
0.3    .1179    .1217    .1255    .1293    .1331     .1368   .1406    .1443    .1480    .1517            
0.4    .1554    .1591    .1628    .1664    .1700     .1736   .1772    .1808    .1844    .1879            
0.5    .1915    .1950    .1985    .2019    .2054     .2088   .2123    .2157    .2190    .2224            
0.6    .2257    .2291    .2324    .2357    .2389     .2422   .2454    .2486    .2517    .2549             
0.7    .2580    .2611    .2642    .2673    .2704     .2734   .2764    .2794    .2823    .2852             
0.8    .2881    .2910    .2939    .2967    .2995     .3023   .3051    .3078    .3106    .3133             
0.9    .3159    .3186    .3212    .3238    .3264     .3289   .3315    .3340    .3365    .3389             
1.0    .3413    .3438    .3461    .3485    .3508     .3531   .3554    .3577    .3599    .3621             
1.1    .3643    .3665    .3686    .3708    .3729     .3749   .3770    .3790    .3810    .3830               
1.2    .3849    .3869    .3888    .3907    .3925     .3944   .3962    .3980    .3997    .4015 
1.3    .4032    .4049    .4066    .4082    .4099     .4115   .4131    .4147    .4162    .4177 
1.4    .4192    .4207    .4222    .4236    .4251     .4265   .4279    .4292    .4306    .4319
1.5    .4332    .4345    .4357    .4370    .4382     .4394   .4406    .4418    .4429    .4441
1.6    .4452    .4463    .4474    .4484    .4495     .4505   .4515    .4525    .4535    .4545
1.7    .4554    .4564    .4573    .4582    .4591     .4599   .4608    .4616    .4625    .4633
1.8    .4641    .4649    .4656    .4664    .4671     .4678   .4686    .4693    .4699    .4706 
1.9    .4713    .4719    .4726    .4732    .4738     .4744   .4750    .4756    .4761    .4767
2.0    .4772    .4778    .4783    .4788    .4793     .4798   .4803    .4808    .4812    .4817
2.1    .4821    .4826    .4830    .4834    .4838     .4842   .4846    .4850    .4854    .4857 
2.2    .4861    .4864    .4868    .4871    .4875     .4878   .4881    .4884    .4887    .4890 
2.3    .4893    .4896    .4898    .4901    .4904     .4906   .4909    .4911    .4913    .4916
2.4    .4918    .4920    .4922    .4925    .4927     .4929   .4931    .4932    .4934    .4936
2.5    .4938    .4940    .4941    .4943    .4945     .4946   .4948    .4949    .4951    .4952
2.6    .4953    .4955    .4956    .4957    .4959     .4960   .4961    .4962    .4963    .4964  
2.7    .4965    .4966    .4967    .4968    .4969     .4970   .4971    .4972    .4973    .4974 
2.8    .4974    .4975    .4976    .4977    .4977     .4978   .4979    .4979    .4980    .4981
2.9    .4981    .4982    .4982    .4983    .4984     .4984   .4985    .4985    .4986    .4986
3.0    .4987    .4987    .4987    .4988    .4988     .4989   .4989    .4989    .4990    .4990
3.1    .4990    .4991    .4991    .4991    .4992     .4992   .4992    .4992    .4993    .4993
3.2    .4993    .4993    .4994    .4994    .4994     .4994   .4994    .4995    .4995    .4995 
3.3    .4995    .4995    .4995    .4996    .4996     .4996   .4996    .4996    .4996    .4997
3.4    .4997    .4997    .4997    .4997    .4997     .4997   .4997    .4997    .4997    .4998
3.5    .4998    .4998    .4998    .4998    .4998     .4998   .4998    .4998    .4998    .4998
3.6    .4998    .4998    .4999    .4999    .4999     .4999   .4999    .4999    .4999    .4999
3.7    .4999    .4999    .4999    .4999    .4999     .4999   .4999    .4999    .4999    .4999 
3.8    .4999    .4999    .4999    .4999    .4999     .4999   .4999    .4999    .4999    .4999
3.9    .5000    .5000    .5000    .5000    .5000     .5000   .5000    .5000    .5000    .5000    

Appendix to the Lecture No 7
Normal distribution table: Don't forget to add 1/2 !!




